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Summary

The project Hilbert IT deals with the formal presentation and documentation
of mathematical knowledge. For this reason Hilbert IT provides a program suite
to accomplish that tasks. The concrete documentation of mathematical basics
is also a purpose of this project. For further informations about the Hilbert 1T
project see under http://www.gedeq.org/index_de.html.

This document describes the logical axoims and the rules and meta rules that
are used to derive new propositions.

The presentation is axiomatic and in a formal form. A +++ Die Darstellung
erfolgt in axiomatischer Weise und in formaler Form. Dazu wird ein Kalkil
angegeben, der es gestattet alle wahren Formeln abzuleiten. Weitere abgeleitete
Regeln, Definitionen, Abkiirzungen und Syntaxerweiterungen entsprechen im
Wesentlichen der mathematischen Praxis.

Dieses Dokument liegt auch selbst in einer formalen Sprache vor, der Ursprung-
stext ist eine XML-Datei, deren Syntax mittels der XSD http://www.qgedeq.
org/0_01_10/xml/qgedeq.xsd definiert wird.

Dieses Dokument ist noch sehr in Arbeit und wird von Zeit zu Zeit aktual-
isiert. Insbesondere werden an den durch ,,+++* gekennzeichneten Stellen noch
Ergénzungen oder Anderungen vorgenommen.


http://www.qedeq.org/index_de.html
http://www.qedeq.org/0_01_10/xml/qedeq.xsd
http://www.qedeq.org/0_01_10/xml/qedeq.xsd
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Foreword

MISSING! OTHER: Das ganze Universium der Mathematik kann mit den
Mitteln der Mengenlehre entfaltet werden. Aufler den Axiomen der Mengen-
lehre werden dazu nur noch logische Axiome und Regeln benétigt. Diese el-
ementaren Grundlagen geniigen, um die komplexesten mathematischen Struk-
turen zu definieren und Séatze tiber solche Strukturen beweisen zu konnen. Dieses
Vorgehen lasst sich vollstiandig formalisieren und auf die einfache Manipula-
tion von Zeichenketten zuriickfithren. Die inhaltliche Deutung der Zeichenfolgen
stellt dann das mathematische Universum dar.

Dabei ist es natiirlich mehr als nur bequem, Abkiirzungen einzufithren und
weitere abgeleitete Regeln zu verwenden. Diese Bequemlichkeiten kénnen aber
jederzeit! eliminiert und durch die grundlegenden Begrifflichkeiten ersetzt wer-
den.

Dieses Projekt entspringt meinem Kindheitstraum eine solche Formalisierung
konkret vorzunehmen. Inzwischen sind die technischen Moglichkeiten so weit
entwickelt, dass eine Realisierung moglich erscheint.

Dank gebiihrt den Professoren W. Kerby und V. Giinther der Hamburger Uni-
versitéat fiir ihre inspirierenden Vorlesungen zu den Themen Logik und Axioma-
tische Mengenlehre. Ohne diese entscheidenden Impulse hétte es dieses Projekt
nie gegeben.

Besondere Dank geht an meine Frau Gesine Drdger und unseren Sohn Lennart
fiir ihre Unterstiitzung und ihr Verstdndnis fiir ihnen fehlende Zeit — wobei der
Verstandnisgrad unseres Kleinkinds vielleicht noch nicht so stark ausgepragt ist.

Hamburg, im August 2006
Michael Meyling

1Zumindest ist eine solche Riickfithrung theoretisch immer méglich. Praktisch kann sie je-
doch an der Endlichkeit der zur Verfiigung stehenden Zeit und des nutzbaren Raums scheitern.
So wird es sicherlich nicht mdglich sein, die natiirliche Zahl 1.000.000.000 in Mengenschreib-
weise anzugeben.
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Introduction

MISSING! OTHER: An den Anfang sei ein Zitat aus einem von D. Hilbert
im September 1922 gehaltenen Vortrag? mit dem programmatischen Titel ,,Die
logischen Grundlagen der Mathematik® gesetzt.

,Der Grundgedanke meiner Beweistheorie ist folgender:

Alles, was im bisherigen Sinne die Mathematik ausmacht, wird
streng formalisiert, so dafl die eigentliche Mathematik oder die
Mathematik in engerem Sinne zu einem Bestande an Formeln
wird. Diese unterscheiden sich von den gewohnlichen Formeln der
Mathematik nur dadurch, dafl aufler den gewOhnlichen Zeichen
noch die logischen Zeichen, insbesondere die fiir ,,folgt* (—) und fiir
,nicht (7)) darin vorkommen. Gewisse Formeln, die als Bausteine
des formalen Gebdudes der Mathematik dienen, werden Axiome
genannt. Ein Beweis ist die Figur, die uns als solche anschaulich
vorliegen muf; er besteht aus Schliissen vermoge des Schlufischemas

A
A— B

B

wo jedesmal die Préamissen, d. h. die betreffenden Formeln A und
A — B jede entweder ein Axiom ist bzw. direkt durch Einsetzung
aus einem Axiom entsteht oder mit der Endformel B eines Schlusses
iibereinstimmt, der vorher im Beweise vorkommt bzw. durch Einset-
zung aus einer solchen Endformel entsteht. Eine Formel soll beweis-
bar heiflen, wenn sie entweder ein Axiom ist bzw. durch Einsetzen
aus einem Axiom entsteht oder die Endformel eines Beweises ist.“

In dem 1928 erschienenen Buch Grundziige der theoretischen Logik formulierten
D. Hilbert und W. Ackermann ein axiomatisches System der Aussagenlogik,
welches die Ausgangsbasis fiir das hier verwendete bildet. Durch das von
P. S. Novikov 1959 angegebene Axiomensystem und Regelwerk der Priadikaten-
logik wird das System verfeinert.

In diesem Text wird ein Prédikatenkalkiil erster Stufe mit Identitdt und Funk-
toren vorgestellt, der die Ausgangsbasis fiir die Entwicklung der mathematis-
chen Theorie darstellt. Es werden im Folgenden nur die Ergebnisse ohne weitere
Beweise und in knapper Form préasentiert.

2Vortrag, gehalten in der Deutschen Naturforscher-Gesellschaft. September 1922.



10

CONTENTS



Chapter 1
Language

At the beginning there is logic. Logic is the analysis of methods of resoning. It
helps to derive new propositions from already given ones. Logic is universal.

+++ TODO translation Die Grundlagen der bei Hilbert II verwendeten Logik
werden hier zusammengestellt. Die folgende Kalkiilsprache und ihre Axiome
basieren auf den Formulierungen von D. Hilbert, W. Ackermann, P. Bernays
und P. S. Nowikov. Aus den hier angegebenen logischen Axiomen und den el-
ementaren Schlussregeln kénnen weitere Gesetzmaéafligkeiten abgeleitet werden.
Erst diese neuen Metaregeln fithren zu einer komfortablen logischen Argumen-
tation.

1.1 Terme and Formulas

MISSING! OTHER: TODO +++ evtl. Beschreibung eines Kalkiils

Als Symbole kommen die logischen Symbole L = { ‘=", V) ‘N, ‘) ‘=7 Y
‘F }, die Prddikatenkonstanten C = {c¥ | i,k € w}, die Funktionsvariablen®
F = {fF| ik € wAk >0}, die Funktionskonstanten> H = {h¥ | i,k € w},
die Subjektvariablen V= {v; | i € w}, sowie die Pradikatenvariablen P =
{p¥ | i,k € w} vor.® Unter der Stellenzahl eines Operators wird der obere In-
dex verstanden. Die Menge der nullstelligen Pradikatenvariablen wird auch als
Menge der Aussagenvariablen bezeichnet: A := {p? | i € w}. Fiir die Subjekt-
variablen werden abkiirzend auch bestimmte Kleinbuchstaben geschrieben. Die
Kleinbuchstaben stehen fiir verschiedene Subjektvariablen: vy = ‘u’; vy = ‘v,
vy = ‘w, vy = ‘@', vs = Y, vs = ‘2’. Weiter werden als Abkiirzungen verwen-
det: fiir die Prédikatenvariablen p? = ‘¢’ und p§ = ‘¢0’, wobei die jeweilige
Stellenanzahl n aus der Anzahl der nachfolgenden Parameter ermittelt wird, fiir
die Aussagenvariablen a1 = ‘A’, as = ‘B’ und a3z = ‘C’. Als Abkiirzungen fiir
Funktionsvariablen wird festgelegt fi* = ‘f’ und f3 = ‘g’, wobei wiederum die
jeweilige Stellenanzahl n aus der Anzahl der nachfolgenden Parameter ermittelt
wird. Bei allen aussagenlogischen zweistelligen Operatoren wird der leichteren
Lesbarkeit wegen die Infixschreibweise benutzt, dabei werden die Symbole (’

I Funktionsvariablen dienen der einfacheren Notation und werden beispielsweise zur For-
mulierung eines identitétslogischen Satzes benétigt: © = y — f(z) = f(y). Ausserdem bereitet
ihre Einfiithrung die spatere Syntaxerweiterung zur Anwendung von funktionalen Klassen vor.

2Funktionskonstanten dienen ebenfalls der Bequemlichkeit und werden spéter fiir direkt
definierte Klassenfunktionen verwendet. So zum Beispiel zur Potenzklassenbildung, zur Vere-
inigungsklassenbildung und fiir die Nachfolgerfunktion. All diese Funktionskonstanten konnen
auch als Abkiirzungen verstanden werden.

3Unter w werden die natiirlichen Zahlen, die Null eingeschlossen, verstanden. Alle bei den
Mengenbildungen beteiligten Symbole werden als paarweise verschieden vorausgesetzt. Das
bedeutet z. B.: f¥ = 5" — (k= k' Ai =) und h¥ # v;.

11



12 CHAPTER 1. LANGUAGE

und ‘)’ verwandt. D. h. fir den Operator A mit den Argumenten A und B
wird (A A B) geschrieben. Es gelten die iiblichen Operatorprioritdten und die
dazugehorigen Klammerregeln. Insbesondere die aufleren Klammern werden in
der Regel weggelassen.

Nachfolgend werden die Operatoren mit absteigender Prioritit aufgelistet.
-, Y, 3
A\
V

*@(—)

Der Begriftf Term wird im Folgenden rekursiv definiert:

1. Jede Subjektvariable ist ein Term.

2. Seien i,k € w und ty, ..., t;, Terme. Dann ist auch h¥(t1,... t;) und falls
k>0, so auch fF(ty,...,t) ein Term.

Alle nullstelligen Funktionskonstanten {h | i, € w} sind demzufolge Terme, sie
werden auch Individuenkonstanten genannt.*

Die Begriffe Formel, freie und gebundene Subjektvariable werden rekursiv wie
folgt definiert:

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel, solche Formeln enthalten keine
freien oder gebundenen Subjektvariablen.

2. Ist p* eine k-stellige Pridikatenvariable und c* eine k-stellige
Pridikatenkonstante und sind t1,ts, ..., ¢, Terme, so sind p*(ty,ta,...t1)
und c*(ty,t2,...,t;) Formeln. Dabei gelten alle in t1,ts,...,t; vorkom-

menden Subjektvariablen als freie Subjektvariablen, gebundene Subjekt-
variablen kommen nicht vor.”

3. Falls in der Formel « die Subjektvariable x; nicht gebunden vorkommt®,
dann sind auch Vz; o und 32; o Formeln?, und bis auf 21 bleiben alle
freien Subjektvariablen von « auch frei, und zu den gebundenen Subjekt-
variablen von a kommt x; hinzu.

4. Es seien a, 8 Formeln, in denen keine Subjektvariablen vorkommen, die in
einer Formel gebunden und in der anderen frei sind. Dann sind auch -«
(a A B), (aVP), (a — B), (a <> ) Formeln. Subjektvariablen, welche in
a, f3 frei (bzw. gebunden) vorkommen, bleiben frei (bzw. gebunden).

Alle Formeln die nur durch Anwendung von 1. und 4. gebildet werden, heiflen
Formeln der Aussagenalgebra.

Es gilt fiir jede Formel a: die Menge der freien und der gebundenen Subjekt-
variablen von « sind disjunkt.

Falls eine Formel die Gestalt Va1 « bzw. Jz1 « besitzt, dann heifit die Formel
a der Wirkungsbereich des Quantors V bzw. 3.

Alle Formeln, die beim Aufbau einer Formel mittels 1. bis 4. bendtigt werden,
heilen Teilformeln.

4 Analog dazu koénnten Subjektvariablen auch als nullstellige Funktionsvariablen definiert
werden. Da die Subjektvariablen jedoch eine hervorgehobene Rolle spielen, werden sie auch
gesondert bezeichnet.

5Dieser zweite Punkt umfasst den ersten, welcher nur der Anschaulichkeit wegen extra
aufgefiihrt ist.

6D. h. ;1 kommt hochstens frei vor.

"Dabei wird V als Allquantor und 3 als Ezistenzquantor bezeichnet



Chapter 2

Axioms and Rules

MISSING! OTHER: Zunichst einmal beschéftigen wir uns mit den Grundlagen
der Aussagenlogik und wenden uns dann der Pradikatenlogik zu.

2.1 MISSING! OTHER: Aussagenlogische Ax-
iome

MISSING! OTHER: Die aussagenlogischen Operatoren ‘=7, ‘V’, ‘A’, ‘=’ und ‘—’

verkniipfen beliebige Aussagen zu neuen Aussagen. Dabei verstehen wir unter

einer Aussage eine Grofle, die nur den Wert ,wahr® und ,falsch® annehmen
kann.!

Der zweistellige Operator ‘v’ (Oder-Verkniipfung) legt fiir die Aussagen a und
(B die neue Aussage oV 3 fest. Sie ist dann und nur dann wahr, wenn wenigstens
eine der urspriinglichen Aussagen wahr ist.

4 )

Durch den einstelligen Operator ‘=" wird zu einer Aussage « ihre Negation
definiert. -« ist falsch, wenn « wahr ist und wahr wenn « falsch ist.

MISSING! OTHER: Die Implikation, die Und-Verkniipfung und die Aquivalenz
werden als Abkiirzungen definiert.?

The logical conjunction (‘and’) could be defined with de Morgan.

Definition 2.1 (Implication).
a—f = -aV P
The logical conjunction (‘and’) could be defined with de Morgan.
Definition 2.2 (Conjunction).
aAp = a(-a VvV ap)
The logical equivalence (‘iff’) is defined as usual.
Definition 2.3 (Equivalence).

ahf o (@ = B A (B — a)

1Spiter werden wir fiir die Wahrheitswerte die Symbole T und L definieren.

2Eigentlich werden die Abkiirzungssymbole A, —, < erst an dieser Stelle definiert und
erweitern die Sprachsyntax. Aus Bequemlichkeitsgriinden wurden diese Symbole bereits als
logische Symbole angegeben.

13



14 CHAPTER 2. AXIOMS AND RULES

Now we come to the first axiom of propositional calculus. This axiom enables
us to get rid of an unnecessary disjunction.

Axiom 1 (Disjunction Idempotence).

(AV A — A

If a proposition is true, any alternative may be added without making it false.

Axiom 2 (Axiom of Weakening).

A — (AV B)

The disjunction should be commutative.

Axiom 3 (Commutativity of the Disjunction).

(AV B) — (B V A)

An disjunction could be added ad both side of an implication.

Axiom 4 (Disunctive Addition).

(A — B) — (C Vv A) — (CV B)

MISSING!

Rule 1 (Modus Ponens). If a and a — f are already Wenn o und a — 3
wahre Formeln sind, dann ist auch (8 eine wahre Formel.

MISSING!
MISSING! OTHER:

Rule 2 (Abtrennung, Modus Ponens). Wenn o und o — (3 wahre Formeln
sind, dann ist auch 3 eine wahre Formel.

Rule 3 (Einsetzung fiir Pradikatenvariable). Es sei a eine Formel, die die
n-stellige Pradikatenvariable p enthdlt und B(x1,...,x,) eine beliebige Formel
mit den freien Variablen 1, ..., x,, welche nicht in o vorkommen.> Wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind, dann kann durch die Ersetzung jedes
Vorkommens von p(ti,...,t,) mit jeweils passenden Termen ti, ..., t, in «
durch B(t1,...,t,) eine weitere wahre Formel gewonnen werden.

o « ist eine im Kalkil wahre Formel

o die freien Variablen von a sind disjunkt zu den gebundenen Variablen von

B(z1,...,2n) und die gebundenen Variablen von « disjunkt zu den freien
Variablen von B(x1,...,2y,)
o Liegt das zu ersetzende p(ty,...,t,) in a im Wirkungsbereich eines Quan-
tors, so kommt die zugehdorige Subjektvariable in 3(xy,. .., x,) nicht vor.*
3In der Formel B(z1,...,zn) konnen ausser den n Subjektvariablen z1, ..., zr, noch weitere
Variablen frei vorkommen.
4D. h. nach dem Einsetzen werden — auler den in den fiir 1, ..., Tn eingesetzten Termen

vorkommenden — keine weiteren Subjektvariablen gebunden.



2.2. MISSING! OTHER: PRADIKATENLOGISCHE AXIOME 15

2.2 MISSING! OTHER: Pradikatenlogische Ax-

iome

MISSING! OTHER:

Axiom 5.

(Va ¢(x)) — o(y)

Axiom 6.

¢(y) = Bz ¢(z))

Rule 4 (Einsetzung fiir Funktionsvariablen). Es sei o eine Formel, die die
n-stellige Funktionsvariable o enthdlt und 7(x1,...,x,) eine beliebiger Term
mit den Subjektvariablen x1, ..., x,, welche nicht in o vorkommen.” Wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind, dann kann durch die Ersetzung jedes
Vorkommens von o(ty,...,t,) mit jeweils passenden Termen ty, ..., t, in «
durch 7(t1,...,t,) eine weitere wahre Formel gewonnen werden.

o « ist eine im Kalkil wahre Formel

e die gebundenen Variablen von « sind disjunkt zu den Subjektvariablen von

T(z1,...,Ty)

o Liegt das zu ersetzende o(ty, ..., t,) in a im Wirkungsbereich eines Quan-
tors, so kommt die zugehorige Subjektvariable in B(xy,...,x,) nicht vor,
d. h. nach dem Einsetzen werden — aufler den fir x4, ..., x, eingesetzten

— keine weiteren Subjektvariablen gebunden.

Rule 5 (Ersetzung fiir freie Subjektvariablen). Ausgehend von einer wahren
Formel kann jede freie Subjektvariable durch einen Term ersetzt werden, der
keine in der Formel bereits gebundenen Subjektvariablen enthdlt. Die Ersetzung
muss durchgdngig in der gesamten Formel erfolgen.

Rule 6 (Umbenennung fiir gebundene Subjektvariablen). Aus jeder im Kalkiil
bereits gewonnenen Formel kénnen weitere Formeln abgeleitet werden: Jede
gebundene Subjektvariable kann in eine andere, nicht bereits frei vorkom-
mende, Subjektvariable umbenannt werden. Die Umbenennung braucht nur im
Wirkungsbereich eines bestimmten Quantors zu erfolgen.

Rule 7 (Generalisierung). Wenn o — ((z1) eine wahre Formel ist und o die
Subjektvariable xq nicht enthdlt, dann ist auch o — (Vx1 (B(x1))) eine wahre
Formel.

Rule 8 (Partikularisierung). Wenn «(x1) — ( eine wahre Formel ist und
die Subjektvariable x1 nicht enthalt, dann ist auch (3z1 a(x1)) — B eine wahre
Formel.

Die Auflésung und der Einsatz von Abkiirzungen ist auch mit der Anwendung
von Regeln verbunden. In vielen Texten zur mathematischen Logik werden diese
Regeln nicht explizit formuliert, auch dieser Text geht darauf nicht weiter ein.
In dem exakten Qedeqg-Format gibt es jedoch entsprechende Regeln zur Verwen-
dung von Abkiirzungen.

5In dem Term 7(x1,...,Zn) konnen ausser den n Subjektvariablen z1, ..., n noch weitere
Variablen vorkommen.
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Chapter 3

Derived Propositions

MISSING! OTHER: +++ Fehlt noch.

3.1 Elementare aussagenlogische Satze

MISSING! OTHER: Aus den logischen Axiomen und Regeln von Abschnitt ssen
sich wichtige elementare Sétze ableiten.

Definition 3.1. Die Pradikatskonstanten T fiir true oder wahr und L fiir false
oder falsch werden wie folgt definiert:

T & Av-A (3.1)

1l < =T

Die folgenden Formeln lassen sich beweisen.

17



18 CHAPTER 3. DERIVED PROPOSITIONS

Theorem 3.2.

A

A

AV B
ANB
(A< B)
AV (BVCO)
AN(BAC)

NI NS

ryvrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr T

((A/\B) —

—~

ANC)

2

A

A

BV A

BAA

(B A)
(AvB)vC
(ANB)NC
AV A

ANA

-—A

(7B — —A)
(B—(A—0))
-AAN-B
-AV-B
(AVB)A(AV(O)
(AANB)V(AANC)

A
1
T
A
-
1
A

T
A—-C
A C
(A= (B<0)

3.2 Elementary Predicate Calculus

MISSING! OTHER: Aus den logischen Axiomen und Regeln von Abschnitt ssen
sich auch fir die Pradikatenlogik elementare Sétze ableiten.



3.3. DERIVED RULES 19

Theorem 3.3.

Vo (¢(x) = P(x) — Vo (¢(x) — Vo (¥(z)) (3.32)
Vo (p(x) = P(x) — T (¢(x)) — o (Y(z)) (3.33)
Jz (¢(z) ANY(x) — Tz (o()) ATz (P(2)) (3.34)
Vo (Y(z) VVz ((x) — Vo (¢(z) V() (3.35)
Jz (d(x) Vib(2) < Fo(é(x)V Iz (Y(2)) (3.36)
Vo (o(x) ANP(x))) < Vo (o)) AVa (P(z)) (3.37)
Vo Yy (¢(z,y)) < VyVz (¢(z,y)) (3.38)
Jz Jy (¢(z,y)) < Ty Iz (¢(z,y)) (3.39)
Vo (p(x) — A) < (Vo (¢(z)) — A) (3.40)
Vo (A= ¢(z)) < (A—Vr (6(x))) (3.41)
Vo (p(x) NA) — Vo (¢p(x))ANA (3.42)

Vo (p(z)VA) < (Va (¢p(x))V A) (3.43)

Vo (p(x) & A) < (Vo (¢(z)) < A) (3.44)

+++ ergdinzen

3.3 Derived Rules

MISSING! OTHER: Aus den logischen Grundlagen lassen sich logische Séatze
und Metaregeln ableiten, die eine bequemere Argumentation ermoglichen. Erst
mit diesem Regelwerk und zusétzlichen Definitionen und Abkiirzungen wird
die restliche Mathematik entwickelt. Dabei wird stets nur eine konservative Er-
weiterung der bisherigen Syntax vorgenommen. D. h. in dem erweiterten System
lassen sich keine Formeln ableiten, die in der alten Syntax formuliert, aber dort
nicht ableitbar sind. Im Folgenden werden solche Erweiterungen vorgestellt.

Rule 9 (Ersetzung durch logisch dquivalente Formeln). Sei die Aussage o < [3
bereits bewiesen. Wird dann aus der Formel § eine neue Formel v dadurch
gewonnen, dass ein beliebiges Vorkommen von o durch 3 ersetzt' wird und be-
sitzt v zumindest die freien Variablen (+++ unklar!) von 6, dann gilt § < ~.

Rule 10 (Allgemeine Assoziativitit). Falls ein zweistelliger Operator das As-
soziativitdtsgesetz erfillt, so erfillt er auch das allgemeine Assoziativititsgesetz.
Dem Operator kann dann eine beliebige Stellenanzahl grofier eins zugeschrieben
werden. So wird beispielsweise anstelle fir (a+b)+ (c+d) einfach a+b+c+d
geschrieben.?

Rule 11 (Allgemeine Kommutativitéit). Falls ein Operator das allgemeine As-
soziativitdtsgesetz erfillt und kommutativ ist, so sind alle Permutationen von
Parameterreihenfolgen einander gleich oder dquivalent.® So gilt beispielsweise
a+b+c+d=c+a+d+b.

Definition 3.4 (Ableitbarkeit). Eine Formel § heifit aus der Formel a ableit-
bar, wenn sich 4 mit Hilfe aller Regeln des Prédikatenkalkiils und der um «
vermehrten Gesamtheit aller wahren Formeln des Priadikatenkalkiils herleitbar
und o — (3 eine Formel ist. Dabei diirfen die beiden Quantifizierungsregeln, die
Einsetzungsregel fiir Pradikatenvariable und die Umbenennungsregel fiir freie

1 Bei dieser Ersetzung kann es erforderlich sein, dass gebundene Variablen von 3 umbenannt
werden miissen, damit sich wieder eine Formel ergibt.

2Der n-stellig Operator wird mit einer bestimmten Klammerung definiert, jede andere
Klammerreihenfolge liefert jedoch dasselbe Ergebnis.

3Je nachdem ob es sich um einen Termoperator oder einen Formeloperator handelt.



20 CHAPTER 3. DERIVED PROPOSITIONS

Subjektvariable nur auf solche Variablen angewendet werden, die in der Formel
« nicht auftreten.

Schreibweise: o - .

Die Ableitbarkeit einer Formel 8 aus der Formel « ist streng zu unterscheiden
von der Ableitbarkeit einer wahren Formel aus den Axiomen des Kalkiils, denn
im zweiten Fall stehen mehr Ableitungsregeln zur Verfiigung. Falls beispielsweise
die Formel A als Axiom aufgenommen wird, so ist die Formel A — B herleitbar.
Hingegen 148t sich aus A nicht B ableiten.

Rule 12 (Deduktionstheorem). Wenn eine Formel 5 aus einer Formel v ableit-
bar ist, so ist die Formel o — ( im Pradikatenkalkil herleitbar.



Chapter 4

Identy

MISSING! OTHER: +++ Fehlt noch

4.1 Identy Axioms

MISSING! OTHER: Es wird eine zweistellige Funktionskonstante festgelegt,
welche in der Interpretation die Identitdat von Subjekten ausdriicken soll.

Definition 4.1 (Gleichheit).
z=y & ci(z,y)
Dazu werden zwei weitere Axiome, auch Gleichheitsaxiome genannt, formuliert.
Axiom 7 (Reflexivitét der Gleichheit).
r=2x
Axiom 8 (Leibnizsche Ersetzbarkeit).
z=y— (o) = o(y))

Theorem 4.2 (Symmetrie der Gleichheit).

r=yeoy==c (4.1)
Theorem 4.3 (Transitivitat der Gleichheit).

T=y Ny=z—x=2 (4.2)

Theorem 4.4.
=y — (¢(z) < ¢(y)) (4.3)

Theorem 4.5.
v=y— @) = f() (4.4)

4.2 ++4+ TODO Quantifiers

MISSING! OTHER: Bei der folgenden Definition muss die fiir ¢(z) eingesetzte
Formel ,erkennen lassen®, iiber welche Subjektvariable quantifiziert wird. Das
ist in der Regel dariiber zu entscheiden, welche freie Subjektvariable als erstes
in der Formel vorkommt.' In der exakten Syntax des Qedeq-Formats? ist die
Subjektvariable immer angegeben.

1 Beispielsweise ist in der folgenden Formel erkennbar, dass die zweite Quantifikation iiber
die Subjektvariable m lauft: Vn e NVm e nm < n.
2Siehe unter http://www.qedeq.org/0_01_05/projektbeschreibung.pdf.
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Definition 4.6 (Eingeschréankter Allquantor).
V() (o(x) < YV (Yz) — o(z))

Dazu passt die folgende Definition fiir den eingeschriankten Existenzquantor.®

Definition 4.7 (Eingeschrankter Existenzquantor).
3 Y(@) (¢(2)) & Tz (Y(z)Ad(x))

Fiir die Existenz genau eines Individuums mit einer bestimmten Eigenschaft
wird nun ein gesonderter Quantor eingefiihrt.

Definition 4.8 (Eingeschrankter Existenzquantor fiir genau ein Individuum).
N P(x) (0(2) & 3 P(@) (D(x) AV DY) (¢(y) = = =y))

Durch die Giiltigkeit von 3! 9(x)(¢(z)) kann daher eine Subjektkonstante
definiert werden, wenn ¢(x) und (xz) durch Ausdriicke ersetzt werden, die
ausser r keine freien Variablen, keine Préadikatsvariablen und keine Funk-
tionsvariablen mehr enthélt.

Rule 13 (Termdefinition durch Formel). Falls die Formel 3z o(zx) gilt, dann
kann die Termsyntax durch D(x,a(x)) erweitert werden. Die Formel alpha(x)
mdge die Variable y nicht enthalten und B(y) sei eine Formel, welche die Vari-
able x nicht enthdlt. Dann wird durch 8(D(z, a(x))) eine Formel definiert durch
Bly) ATz (a(z) Az =y). Auch in der abkirzenden Schreibweise gilt die Subjek-
tvariable x als gebunden, die Subjektvariable y ist mit den obigen Finschrinkun-
gen frei wahlbar und wird in der Abkiirzung nicht weiter beachtet. Verdnderun-
gen von « in eine andere Formel o, die eventuell erforderlich sind, damit keine
Variablenkollisionen mit Variablen aus O entstehen, miissen jedoch auch in der
Abkiirzung durchgefithrt werden. Alle Termbildungsregeln werden entsprechend
erweitert. Der Ausdruck ist auch ersetzbar durch Iy (B(y) A a(y) oder durch

B(y) A a(y).

Fiir eingeschréankte Quantoren gelten analog zu tsprechende Formeln.
+++

SPassend, da v (2) (6()) — 3 2 ~(¥(2) — 6(2) = 3 @ (B(@) A “d(@) o
3 ¥(2) (~¢().
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